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MATHEMATICAL LOGIC 
DIE GENTZENSCHEN SCHLUSZVERFAHREN IN MODALEN 
AUSSAGENLOGIKEN. III* 
VON 
J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of September 28, 1957) 
In diesem Supplement zu Teil III findet man: 1° Angabe der hinzu-
kommenden (den Umfang nicht andernden) Schemata fiir den Kalkiil 
LGivl [fiir LGibl] (III, § 14bis) und fiir weitere Kalkiile (in III, § 15), die 
notwendig sind zur Erhaltung der Giiltigkeit der zugehorigen Hauptsatze 
(dieser Paragraphen); 2° kurze Mitteilungen tiber die Erganzungen der 
zugehorigen Beweise. 
§ 11. Fugt man den Schemata P, Q, Av A 2, A 3, UES, UEA, FES, FEA, 
Xv Y~, Ll von LG~l [den Schemata P, Q, Av ... , Y~, Ll, Z1 von LGibl] hinzu 
w~ ~ NW~ ~ 
das Schema Ll* ·Nw-+ N~ [das Schema Ll*. und das Schema Zi · NW~ N~], 
so bleibt dabei der Umfang des Kalkiils LGi11) [des Kalkiils LGibl] unge-
andert. 
Der Wortlaut des in Teil III, § 14bis dieser Arbeit gegebenen Hauptsatzes 
fur LG~l [fur LGib)] kann dann ungeandert beibehalten werden. 
§ 12. Erganzung des loc. cit. angedeuteten Beweises fiir 
den obigen Hauptsatz von LGi11l. Die Hinzufiigungen sind von 
analoger Art wie die in Teil I*, § 3 dieser Arbeit fiir den in I*, § 2 (und 
I, § 1) betrachteten Hauptsatz. Wir wollen hier nur auf einige spezielle 
Punkte hinweisen. 
Neben (br•) (I, § 1) kommt hier: 
_v_~--'~- (Ll) 
w~ v v~ N~ 
---=------ (M). 
w~N~ 
Dies ist eine erlaubte Mischung 21), braucht somit nicht eliminiert zu 
werden. 
Neben (b;;>•) (I*, § 3) kommt hier: 
~~v w~ m 
_;_---==--=----- ( erl. M) 
@:~ 0 ~. wo~ m 
--=~=--=----(M) 
@: • ~* . W0 * ~ m 
21 ) Wir wollen sie im weiteren Verlauf auch als erlaubt betrachten, falls W 
einen oder mehrere Faktoren v enthalt; denn dieser Fall la13t sich Ieicht auf den 
im Hauptsatz von III, § 14bis zugelassenen Fall und Schemata Q, A zuriickfiihren. 
24 
Enthalt i keine Faktoren 0, so la.Bt (M) sich elim.inieren: 
(Q,Al) <!: 0 $*~ v ~~ ~ (erl. M) 
(!: 0 $* 0 ~0 ~ ~. d.io (!: 0 $* 0 ~0* ~ ~ 
Enthalt '§! einen oder mehrere Faktoren 0, so gibt es Rangerniedrigung 
von (M): 
Der neben (b;") (I*,§ 3) komme:ride Fall fiihrt zur Sequenz~ o ~**--+ 0; 
zu bemerken ist, daB fiir 0 = v sofortige Elimination von (M) mittels 
Schema Q moglich ist 22)o Dasselbe gilt fiir die neben (drfi) (j = 1, 2, 3) 
(I*, § 3) kommenden Falle bei 6 = vo 
22) Es moge hier auf folgende, etwas abweichende Reduktion des mit Teil I*, 
§ 3, P3, drittes erlaubtes Mischungsschema iibereinkommenden Falles hingewiesen 
werden: 
m~jl ~~o · 
=--=-----=--- (erl. M) 
N(~ C ~) ~ (N~ C N~) m o ~0 ~ 0, doi. $ ~ 0 
-----=-~=----------='---- (erl. M) 
<!: ~ N(~ C ~) N(~ C ~) o ffi* o ~0* ~ 0, doi. N(~ C ~) o $* ~ 0 (M) 
(!: 0 ffi** 0 ~0** ~ 0, doi. (!: 0 $** ~ 0 
Es gibt folgende drei Moglichkeiten: P ~ enthiilt keine Faktoren N(lll C ~), 
N~ C N~; dann liillt (M) sich eliminieren: 
(Q, A;) <!: o ffi** ~ v ~ ~ 0 
=---==-----==-------==--=--- (erl. M); (!: 0 ffi** 0 ~0 ~ 0, doio (!: 0 $** ~ 0 
2° ~ enthiilt N~ C N~ als Faktor; die Rangzahl der (urspriinglich zweiten) 
erl. Mo liillt sich erniedrigen: 
N(~C~)~ (N~CN~) ~~ 0 
----------:=----- (erl. M) 
<!: ~ N(~ C ~) N(~ C ~) o ~* ~ 0 
-------=~~----------(M) 
(Q, A;) <!: ~ v <!: o ~** ~ 0 
----==--=----==------- (erl. M) (!: 0 (!:0 0 ~**0 ~ 0 
---==--=------ (A;); (!: 0 $**~ 0 
3° ~ enthiilt N(~ C ~}, dagegen nicht N~ C N~ als Faktor; die Rangzahl von 
(M) lallt sich erniedrigen: 
<!:~N(~C~) ~~O(M) 
(Q, A;) <!: -+ v <!: o ~* ~ 0 
---==---=---==------ (erlo M) (!: 0 (!:O o ~*O ~ 0 
--:::---c==------ (A 0 )o (!: 0 $**~ 0 1. 
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Der neben (d['•) tretende Fall ist: 
[~v 1.13~1S 
-=--=--- (erl. M) 
[ · \13° ~ IS U ~ IS 
--=-~~=-----(M) 
[ · \13° · U* ~ IS 
Rangerniedrigung von (M) ist hier einfach: 
1.13~~S u~IS 
-=---=--- (M) 
[~v \j3·U*~IS 
--=--=~--=----- ( erl. M) [ . \13o . U *o ~ IS 
-=--=--=--- (Ai ev.) 
[ · \13° · U* ~ IS 
§ 13. Erganzung des loc. cit. angedeuteten Beweises fur 
den obigen Hauptsatz von LGib>. Die Hinzufugungen sind von 
analoger Art wie die in Teil I*, § 5 dieser Arbeit fur den in I*, § 4 (und 
I, § 4) betrachteten Hauptsatz. Auf einige spezielle Punkte auch fiir 
diesen Fall wurde im vorigen Par. hingewiesen. 
§ 14. Fugt man den Schemata von LG~>, d.h. denjenigen von LGio> 
(§ II), vermehrt mit OEA, OES [den Schemata von LQ~b>, d.h. denjenigen 
von LGib> (§ II), vermehrt mit OEA, OES] hinzu das Schema Ll* [die 
Schemata Ll*, Zi], so bleibt der Umfang des Kalkuls LG!f> [des Kalkuls 
LG~bl] ungeandert. 
Der W ortlaut des in Teil III, § 15 .dieser Arbeit gegebenen Hauptsatzes 
fur LG~> [fur LG&b>] kann dann ungeiindert beibehalten werden. 
Fur die Beweise vergleiche Teil I*, §§ 3 u. 5; Teil II*, § 6; siehe auch 
hier § 12. 
§ l4bis. Fugt man den Schemata von LM(o>, d.h. denjenigen von LG~> 
(§ 14), vermehrt mit NES, NEA [den Schemata von LM(b>, d.h. denjenigen 
von LQ~b> (§ 14), vermehrt mit NES, NEA] hinzu das Schema Ll* [die 
Schemata Ll*, Zi], so bleibt der Umfang des Kalkiils LM<a> [des Kalkuls 
LM(b>] ungeandert. 
Der Wortlaut des in Teil III, § 15 dieser Arbeit gegebenen Hauptsatzes 
fur LM(o> [fur LM(b>] kann dann ungeiindert beibehalten werden. 
Fur die Beweise vergleiche Teil I*, §§ 3 u. 5; Teil II*, §§ 6, 6bis; siehe 
auch hier § 12. 
§ 14ter. Fugt man den Schemata von LI(o>, d.h. denjenigen. von LM(o( 
(§ l4bis), vermehrt mit Schema I·!!~ A [den Schemata von LI(b>, d.h. 
~-+IS 
denjenigen von LM(b) (§ 14bis), vermehrt mit Schema I.] hinzu das Schema 
Ll* [die Schemata Ll*, Zi], so bleibt der Umfang des Kalkuls LI<a> (des 
Kalkuls LJ<b>] ungeandert. 
Der Wortlaut des in Teil III, § 15 gegebenen Hauptsatzes fur LI(u> [fur 
LI(b>] kann dann ungeiindert beibehalten werden. 
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Fiir die Beweise vergleiche Teil I*,§§ 3 u. 5; Teil II*,§§ 6; 6bis, 6ter;7; 
siehe auch hier § 12. 
§ 15. Fiigt man den in Form. B. V, § 37 gegebenen Schemata von 
LK hinzu die Schemata X~, Y~ und L1: 
Y~ · N(2£ C ~) -+ (N2£ C N~); 
so charakterisiert dieses System den Kalkiil LK<al. FUgt man nochmals 
das Schema L1* (§ 11) hinzu, so bleibt der Umfang des Kalkiils LK<al 
derselbe. 
Der Wortlaut des in Teil III, § 15, 4° gegebenen Hauptsatzes f'Ur LK<al 
kann dann ungeandert beibehalten werden. 
Fiir die Beweise vergleiche Teil II*, § 8 und die folgenden Bemerkungen. 
Neben (brr'•) (II, § 7) kommt hier: 
v-+ \!! (LI) 
$ll-+ ~ v-+ N\J! 
--==----=----(MD) 
$ll-+ ~* + N\J! 
Dies ist eine erlaubte Mischung, braucht somit nicht eliminiert zu werden. 
Neben (b!r'••) (II*,§ 8) kommt hier: 
\!! -+ ® $ll-+ ~ (Mischformel v) 
-'----=---==----==--=-----'- ( erl. M 0) 
~-+ 0 \J!. $lfD-+ 60 +~(MD) 
~ . \J!* . $lfO*-+ 0* + (56 + ~ 
Enthalt m keine Faktoren ~ [~ Mischformel von (M0); diese ist "¢. v ], 
so laBt (M0) sich eliminieren ·(es ist m'0* = m'0): 
(Q, A 1 ) ~ • \!!*-+ v $ll-+ ~ 
--=--==----=--=- (erl. M 0 ) 
~ . In* . $lf0-+ ~ 
=--=,..--:+'-=--==-----==--= (AJ) 
~ . \!!* . $lf0 -+ 0* + (50 + ~ 
Enthalt 'm' einen oder mehrere Faktoren ~. so gibt es Rangerniedrigung 
von (M0): 
Der neben (bl{".) (II*, § 8) kommende Fall fiihrt zur Sequenz 
[. ~*O-+ j)O + 0; zu bemerken ist daB, falls 'l:l0+0 einen Term v 
enthalt, sofortige Elimination von (M0 ) mittels Schema 0 moglich ist 23). 
23) Fiir die Reduktion des mit Teil II*, § 8,p3, drittes erlaubtes Mischungs-
schema iibereinkommenden Falles. vergleiche das Verfahren in Fulln. 22. 
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Dasselbe gilt fiir die neben (drf;.) (j = 1, 2, 3) (II*, § 8) kommenden Falle 
bei Sukzedens der Endformel v als Term enthaltend. 
Der neben (drf••) tretende Fall ist: 
. . 
~ ~ ~ ~ ~ Q; (Mischformel v) . 
---=---'==-----==----,---;:=--- (erl. M 0) 
~ • ~o ~ ~o + Q; . U ~ 6 (MO) 
1£ . ~o. U* ~ ~o* + Q;* + 6 
Rangniedrigung von (M0) ist hier einfach: 
1 o (¥! enthalt die Mischformel von (M0). Reduktion: 
2° (¥! enthalt die Mischformel von (M0 ) nicht; sie wird dann Faktor 
von '1) und ¢. v sein. Reduktion : 
§ 16. Der Kalkiil LK<m> laBt sich charakterisieren durch das in § 15 
angegebene System von Schemata fiir LK<u> erganzt mit Schema Z1 (in 
2{ ~ N~ + ~ . 
erweiterter Form) 24). Fugt man nochmals d~e Schemata 
Ill~ N(N~) + ~ 
Ll*, Zi hinzu, so bleibt der Umfang des Kalkiils LK<m> ungeandert. 
Der Wortlaut des in Teil III, § 15, 4° gegebenen Hauptsatzes fur LK<m> 
kann dann ungeandert beibehalten werden. 
Fiir die Beweise vergleiche Teil II*, § 9 und die Bemerkungen des 
vorigen Paragraphen. 
§ 17. Der Kalkiil L(S5) laBt sich charakterisieren durch das in § 15 
angegebene System ~on Schem~ta fiir LK<u> erganzt mit Schema U (in 
erweiterter Form) Ill~ M~ + ~ . Fugt man nochmals die Schemata 
Ill~ N(M~) + ~ 
Ll*, U* · ::::N~ hinzu, so bleibt der Umfang des Kalkiils L(S5) unge-
andert. 
Neben dem negativen Resultat von II*,§ 10 laBt sich analog beweisen: 
Halt man den Wortlaut des in Teil III, § 15, 4° gegebenen Hauptsatzes 
fur L(S5) ungeandert bei, so kann dieser nicht richtig sein; im Gegensatz 
zu den iibrigen Kalkiilen gelangt man in dieser Weise nicht zu einem 
Entscheidungsverfahren fur L(S5). 
24) Siehe auch Teil II*, § 9. 
